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摘要 湍流计算的多尺度模型把物理（空间）尺度分为大小尺度，大小尺度（?;;）运动微分积分方
程组通过湍流应力项相耦合5利用该方程组计算了不可压槽道和平面混合层流动的三维时间演化，
同时算出平均流速、最大和平均脉动速度5平均速度和平均脉动速度与@;计算结果一致，@;计
算未能算出最大脉动速度5混合层最大脉动速度突增现象与流动转捩猝发现象相对应5?;;方程
计算中，小尺度!$"与大小涡分割尺度!#之比约为!／$"!／A时，数值解很好收敛；!$"／!#B!／’未
能获得收敛解$解析分析证实：涡尺度介于!#／%和!#之间的小涡（称作近程小涡）及介于!#／$和!#
之间的小涡（定义为共振小涡）分别提供了所有小涡对大涡作用应力的>"C和(’C，给出近程小涡
和共振小涡作用应力的微分表达式；获得微分形式的大小尺度封闭方程组及大尺度运动封闭方程
组5对单向剪切湍流，共振作用应力公式简化为DE,6FG.混合长理论应力公式5给出初步数值计算
结果及湍流多尺度模型基本方程组的一般形式5
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湍流的工程计算，例如大涡模拟，传统办法是
在空间尺度范围（!"，%）或波谱空间波数范围
（&"，"）进行“统一”的计算，这里!"和%分别是
某一小尺度和流动的宏观特征长度，&"是某一高波
数$近 年 来 又 提 出 了 湍 流 计 算 的 多 尺 度 模
型［!"%］!）$多尺度模型在物理空间把尺度范围（!"，
%）分成小尺度（!"，!#）和大尺度（!#，%）两个部分，
大和小尺度运动方程组通过湍流应力项关联在一
起［!］!）；或利用物理空间的层次基元（2-3E,42-4,.
H,I3I）和气泡（“HJHH.3I”）技术获得多尺度变分有限
元公式［$］5多尺度模型在波谱空间把波数范围（&"，
"）分成高波数（&"，&’）和低波数（&’，"）两部分，
高和低波数方程通过对流项关联在一起［%］5多尺度
波谱模型［%］算出的均匀各向同性湍流衰变的统计特
性与K@;在波数范围（$&"，"）算出的特性很好相
符，比经典;+,/0E-ILM和动力学;+,/0E-ILM模型的
结果更靠近K@;解5对不可压缩槽道流和平面混
合层流动的时间演化特性，多尺度方程组［A，’］算出
的平均速度和平均脉动速度与K@;的结果很好相
符，但@;计算没有获得最大脉动速度5在?;;方
程组计算中，!"等于!／$!#，!／%!#和!／A!#，数值
解很好收敛；当!"等于!／’!#时，未能获得收敛
解5对此文$）作了分析，获得不同尺度间的近程作
用规律，并引入了尺度间共振相互作用的概念，本
文进一步探讨这些问题5
! 湍流计算的多尺度模型和大小尺度运动微
分积分方程组
湍流计算的多尺度模型与传统的计算模型不
同，它把可分辨尺度范围（!$"，%）划分为小尺度范
围（!$"，!#B!!"）和大尺度范围（!#，%）两部
分［!"%］!），或更多的小尺度范围（!("，!(N!，"）⋯
(A!!
!）见第!!"#页脚注!）
$）见第!!"#页脚注$）
（!$"，!!"%!#）和大尺度范围（!#，$）% 部分，参见
图!&可分辨尺度范围划分为两部分时多尺度模型
的基本方程为大小尺度（’((）运动方程组，对不可
压缩流，’((方程组为［!］!）：
图! 湍流计算模型示意图
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其中 4# 为粗网格体积，4#%!(#!6#!7#，!(#，
!6#和!7#为粗网格间距，2’（’%!，$，-）和3为
.*/0123(45617（.(）方程组解&为了获得湍流.(解，
要求网格间距达到859:5;525< 尺度$/=-／"0 大小，
/0%
&$
5
为湍流宏观>1?59,7数&很显然，在湍流
多尺度模型’((方程组的计算中，若细网格间距大
于859:5;525< 尺度$/=-／"0 ，则’((方程组（!）和
（$）并不封闭8文$）从理论上解决了’((方程组的
封闭问题，在!($"／!(#%!6$"／!6#%!7$"／!7#的
条件下证明了
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1"’表示涡尺度介于$/=-
／"
0 和!$"之间小涡对大涡
（涡尺度大于!$"）的湍流应力分量，1#’是涡尺度介
于$/=-／"0 和!#之间小涡对大涡（涡尺度大于!#）的
湍流应力分量，1#"’则表示涡尺度介于!$"和!#之间
小涡对大涡（涡尺度大于!#）的湍流应力分量，表!
给出 1#"’／1#’ 和 1"’／1#"’ 随 !($"／!(##
!$"／!#的变化8
表! !"#$／!"$ ，!"#$／!"#$ 随!%"#／!%"的变化
!($"／!(# )8A )8# )8B )8@ )8" )8- )8$@)8$ )8!
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由表!数据和（"）式可知：小涡（涡尺度小于
!"）对大涡（涡尺度大于!"）的作用主要是涡尺度靠近
!"的小涡（简称近程小涡）的作用，当!$#／!"为!／"，
!／%和!／$时，近程小涡对大涡作用的应力约占所
有小涡应力的&"’，&!’和#(’，因此湍流不同
尺度间的相互作用主要是近程相互作用$利用（"）
和（(）式，由方程组（!）和（$）获得湍流大尺度和涨
落运动方程组，简称大小尺度（)**）近似封闭微分%
积分方程组
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导出方程组（#）时，假定了3#／3"/!($$#／!($"#!$
求解大小尺度微分积分方程组（,）和（#），需要给定
初始条件和恰当的边界条件，在固壁上满足无滑移
条件，即
&"’)+，&$#’)+ （’)!，$，%）$ （0）
! 湍流不同尺度间的近程作用规律和大小尺
度运动微分方程组
考虑涡尺度介于!$#和!"之间的近程小涡（这里
!$#$4/1%
／"
0 ，!"约为!$#的几倍），它们对大涡（涡
尺度%!"）作用的湍流应力分量的微分表达式为!
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当!$#很靠近!"时，必然有&$#’&&"’，因此由（&）
式推得
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类似地当涡尺度小于!$#但很靠近!$#时，同样有
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比较湍流应力公式（&）和（!+）可知，需要引入
共振小涡（涡尺度十分靠近!"）的概念!
），以便与近
程小涡相区别，共振小涡对大涡作用的湍流应力分
量由（!+）式给出2利用（&）和（!+）式我们给出近似
封闭的大小尺度运动微分方程组
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由大小尺度运动微分积分方程组（,）和（#）以及
大小尺度微分方程组（!!）和（!$）可知：影响大涡运
动的湍流应力主要来自近程小涡的贡献；影响近程
小涡脉动运动的湍流应力主要来自大涡的贡献，更
小涡（涡尺度#!$#）的贡献比较次要，大涡的贡献比
更小涡的贡献大!($"／!($$#倍$这些结论与文献
［,，#］处理湍流34*数据库得到的结论一致，由
&"!!第!"卷 第!!期 #$$"年!!月
此可以推断，在湍流计算的 !（!!!）尺度（"，
#$），（#$，#"%），⋯，（#!#$，%，#!%）模型中（这里""
"#"$"#"%""⋯"#!%"），影响（#&%，#&%$%）级小涡涨
落运动的湍流应力，主要来自尺度介于#&#$，%和#&%
之间小涡的贡献，参见附录’
利用共振作用湍流应力公式（$&’），可以获得
近似封闭的大涡运动微分方程组$）：
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这里应该指出：对单向剪切湍流，共振小涡湍流应
力简化为$
$"!
#(
#4
#"(
#4"
!4"$，该式与)*’+,-.混合长
理论的湍流应力公式［/］一致，混合长#5与!4$的关
系为#"50
$
"1!4
"
$’但共振湍流应力和混合长湍流应
力两者有概念上的不同，前者为近程后者为远程相
互作用的结果’混合长#5为经验长度，而网格间距
!4$则是确定的长度，湍流多尺度模型中网格间距
!4与)*’+,-.混合长#5的这种关系，进一步说明网
格设计在湍流计算中的重要作用，网格间距的选择
应以湍流本身的特征尺度为依据’
! 数值算例
利用湍流大小尺度（233）微分积分方程组（4）和
（5）数值求解了不可压缩槽道流动和平面混合层流
动的三维时间演化［1，6］$）"1），槽道流用差分和拟谱
杂交算法、混合层流动则用拟谱方法进行计算7对
二维槽道流动，选取如下初始条件
($，6（ ）$ + $/4"，（ ）& ，("%/($+"%7，
6"%/6$+"%8， （$1）
其中%7，%8为线性理论给出的对应于扰动波数#0
$’&的最不稳定模型，"0$&#1，($，6$，("%和6"%
用(&、时间,用9／(&归一化，这里(&为平均速
度，9为槽道半高度，1209(&／8’0$，!"%和0"%
在上、下游边界满足周期性条件，在上、下壁（40
89）处($和(%满足无滑移条件’大小尺度方程组
分别在粗和细网格下求解，例如对12056&&，粗细
网格的网格点数分别为!"9!"和$"/9$"/’粗细网
格间距之比!*$／!*"%01，时间步长!,0&’&&&$，
图"和!分别给出脉动速度 ("（ %#( ）$ ， 6"（ %#
图! 槽道流剪切湍流应力和总应力
#(:6:⋯⋯#(:6:%1#$2
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图" 槽道流脉动速度方均根平均值（#$%）
(:0（("%#($），⋯⋯6:0（6"%#6$）
$）彭世 ’谱方法求解高庄方程以及;<方程和<;<方程在曲壁分离点邻域的数学特征分析’中国科学院博士研究生学位论文，$::1
"）王为国’流体力学大小尺度（"<<）方程组的数值研究及与;=8)2>?<,@32A方程解的比较’中国科学院力学研究所博士后研究工作报告，
$::5’4
!）申义庆’广义扩散抛物化;<方程和大小尺度方程的数值研究’中国科学院博士学位研究生学位论文，"&&$
1）高 智’湍流计算的新方法’第三届海峡两岸计算流体力学讨论会文集’台湾，"&&"：$/$"$//
&6$$ 第!"卷 第!!期 #$$"年!!月
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! ）" 和湍流应力和分子粘性应力分布曲线#可见在
整个流场中，湍流应力和分子粘性应力处于同一数
量级，表明“二维”槽道湍流无法形成核心区，这
些结果与%&方程组的数值结果完全一致，例如参
见文献［’］(
对平面混合层流动的三维演化，选取如下初始
条件
（$"，!"，%"）&（$$)*+,（-!’），$，$），
$-()$"&*-./+!+01.!,-*2./+!+01.!,01.!’，
!-()!"&)*-01.!+./+!,)*201.!+./+!,01.!’，
（!#）
%-()%"&$，（!+，!,，!’）&
!
!$.
（+，,，’），
其中*-，*23!$4"分别是二维和三维初始扰动的
振幅#$$为两股来流的平均速度，流速和时间/
分别用$$和0$3!$.／$$归一化，!$. 为初始涡量
厚度，123$$!$.／3(为更好地分析5&&方程组解
的性质、并与%&方程组数值解进行全面的比较，
对大小尺度（5&&）方程组和%&方程组的求解，采
用了同样的网格体系，例如对123!$-!$.／3，网格
点数在+，,和’方向分别为2-67"6!-8(一些
典型结果如下：平均速度、平均脉动速度、平均湍
流应力与%&解的数值处理结果一致，参见图"!
7(5&&方程组计算同样提供了一些新结果，例如
给出最大脉动速度、最大湍流应力的变化与各自平
均值的变化有明显不同，出现了两次陡增；出现陡
增的时间和大小尺度运动之间能量的反传递时间段
一致，也与大尺度展向涡和肋涡卷起的时间段一
致!）!"），说明大小尺度运动之间的动量、能量交换
是大尺度运动变化的主要物理起因(平均动量厚度
随时间的波动式增长现象是%&计算的一个熟知结
果，参见图9，但过去一直没有得到合理的物理解
释［!$］，5&&方程的计算表明大小尺度运动之间能量
正反传递是平均动量厚度波动式增长的物理起因(
最大脉动速度和最大湍流应力的突增显然与转捩流
中的猝发（:;<.)）现象相对应(应该指出，相应%&
计算结果的数值处理并未得到最大脉动速度和湍流
应力的两次突增［"］!）!"），参见图#和7(
图! 平面混合层流动平均速度剖面
—%&方程，⋯⋯5&&方程
图" 平面混合层流动平均脉动速度
（=>?）和最大脉动速度（@>?）
图# 平面混合层流动平均湍流应力
（=A&）和最大湍流应力（@A&）
!#!!第!"卷 第!!期 #$$"年!!月
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图! 平面混合层流动无量纲平均动量厚度
" 结束语
本文和文献［!!"］，!!"）的研究结果表明：
在可分辨尺度范围（!"#!$，$）内的湍流多尺度模
型与在同一尺度范围内的传统湍流计算模型相比，
前者可以更好地反映湍流的非线性动力学特性，给
出一些后者算不出的结果’从湍流多尺度模型出发
导出的近程湍流应力张量的微分和积分表达式，引
入的共振相互作用概念，以及导出的共振湍流应力
张量的微分表达式；不仅简洁地表达了湍流尺度间
相互作用的近程特性，且对湍流数值模拟具有参考
和使用价值’因此进一步发展湍流多尺度模型，利
用多尺度模型计算典型湍流（包括转捩流动）很必要
和好处’
致谢 庄逢甘院士，彭世镏、王为国和申义庆
博士对本文的理论和数值方法均做出过不少贡献，
作者在此表示感谢’
附录 湍流计算的!（!"#）尺度方程组
当空间尺度范围（$，!"#）被分为（$，!!#(!%），（!!#，
!%#），⋯和（!")!，#，!"#）" 个尺度范围时，这里""%，湍
流多尺度、" 尺度模型的基本方程组即为
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这里2(%，⋯"，""%，并约定使用如下记号：&!#’(
&%’，.!’(.%3由文!）和本文的分析可知，湍流应力1"#%’
&"#’，&（ ）%’ ， 1"#2#’ &"#（ ’， &2#）’ 和 1"#（2)!）#’
&"#’（ ，&2)!，#）’ 应当包括所有可分辨尺度、近程尺度和共振
尺度三类应力，它们的具体表达式是：
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湍流应力!的上角标"，&和0分别表示所有可分辨尺
度、近程尺度和共振尺度应力/需要指出：共振尺度应力公
式为微分形式；而所有可分辨尺度和近程尺度的应力公式为
积分形式或为微分形式，为积分形式时，有!"$%$%’!&$%$%’
+，这表示不可分辨尺度对可分辨尺度最小尺度级“涡”的湍
流阻尼为零，这显然与物理实际不符、是过分粗糙的近似/
一些改进的办法是：（,）用共振应力公式!0$%$%代替!"$%$%或
!&$%$%；（,）用最小半尺度应力!$%（$-!"）%代替积分形式的
!"$%$%或!&$%$%，这里
!$%（$*!"）%)
* !2（$*!"）%#5$*!"
($%+*
!
"
($%+6(（$*!"）（ ）（ ）%+ ·
"
"-+
($%’*
!
"
（($%’6(（$*!"）%’（ ））*5；
（,,）引入大涡模拟（./0）中的亚格子尺度（010）应力模型2
应当指出：不可分辨尺度对可分辨尺度作用的上述（,）"（,,）
三种应力仅仅作用于可分辨尺度的最小尺度（7$，7$-!），
而对可分辨尺度的其他尺度（7$-!，8）范围无作用；这与传
统大涡模拟（./0）思想显然不同，在传统./0方法中，010
应力对可分辨尺度的整个尺度范围（7$，8）产生作用/
由上述诸公式可知，当$’"时，多尺度方程（!）"（3）
简化为大小尺度积分9微分方程组（$）"（%）和大小尺度微分方
程组（!!）和（!"）/由湍流多尺度模型基本方程组（!）"（3）可
知，影响&级小涡运动的湍流应力主要来自于尺度比它大的
（&-!）级小涡的贡献，（&4!）级更小涡的贡献比较次要；（&
4!）级小涡贡献的湍流应力是涡粘性，而（&-!）级小涡贡献
的湍流应力则为“负粘性”、它对&级小涡的涨落运动具有
“激发”作用/惯性相互作用把动量和能量逐级传输给较小尺
度的涡、而粘性耗散作用则把各级尺度涡的一部分能量转化
为热能/在!-（&4!）%／!-&%’!:（&4!）%／!:&%’!;（&4!）%／!;&%
的条件下，& 级小涡湍流应力与大涡湍流应力之比为
!-"&4!，%／!-".，若!-&4!，%／!-&%’!／3，则二、三和四尺度湍
流模型的!-"$，%／!-".为!／!$，!／"#$和!／（!$5"#$），由此
可见粘性耗散作用随涡尺度减小变得越来越重要/为了保证
多尺度模型能够合理描述湍流的非线性特征，粘性耗散在最
小尺度级占优是一个必要条件/由!-"$%／!-".数值大小的上
述比较知道，对于二维槽道湍流的三维演化，由于大涡运动
方程中分子粘性应力与湍流应力为同一数量级，参见文中图
6，因此，二尺度、最多三尺度模型已能较好地反映二维槽道
湍流的非线性动力学特性/而对大涡运动方程中湍流应力很
大于分子粘性应力的那些湍流，则需要三尺度、四尺度甚至
更多尺度模型才能较好地描述湍流的非线性动力学特性/
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